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Abstract：Soft rocks have complex thermodynamic behaviors and their strength maybe increase or decrease with 
temperature. In this paper， the soft rocks were considered as heavily over-consolidated clays and their 
preconsolidation pressure was assumed to be the uniaxial compression strength. Based on the fractional thermal 
elastoplastic theory，a fractional sub-loading surface model for soft rocks considering the effects of temperature 
was proposed，which can decribe associated and non-associated flow rules without introducing the plastic 
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potential. The analysis results show that the phenomena of heat-increase and heat-decrease are closely related to 
the angle of the plastic flow direction and the loading direction. Application of the non-associated flow rule in the 
undrained triaxial test results in that stress paths of soft rocks cross through the critical state line and finally reach 
the critical state，and the undrained shear strength of soft rocks will increase as temperature increases. On the other 
hand，the associated flow rule will do the opposite. In addition，the preconsolidation pressure of soft rocks will 
decrease as temperature increases，leading that the sub-loading surface is located outside the temperature loading 
surface in the p-q plane and that the overconsolidated ratio OCR is smaller than 1. Comparisons between the 
proposed model with test results indicate that soft rocks show the features of strain-softening and dilatancy，which 
can be captured by the proposed model，and that，increasing temperature will decrease the fragility of soft rocks as 
well as the dilatancy. Compared with the modified Cam-clay model，the proposed model introduces two extra 
parameters including the coefficient of linear expansion T  and dilative related parameter m，which have clear 
physical meanings and can be determined through conventional tests directly. 
Key words：rock mechanics；fractional derivative；soft rock；constitutive equations 
 
 
1  引  言 
 
































































2  分数阶微分定义 
 
分数阶微分是传统整数阶微分的直接拓展，本
文采用 Caputo 定义的积分形式[16]：  
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式中： ( / )D x    为分数阶微分符号； 为分数
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     。值得注意的是，幂函数的
Caputo 分数阶微分具有如下显式解：  
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3  软岩分数阶下加载面模型 
 
如无特别说明，本文应力均为有效应力且体积
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ξ        (3) 
式中： 为 Cauchy 应力张量； ξ 为剪应力张量，
满足如下表达式： 
Tr( ) / 3  ξ 1            (4) 







土的参考屈服面，其中参考应力点为( p q， )。如图 1
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图 1  温度加载面示意图 
Fig.1  Schematic plot of temperature-loading surface 
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式中： 0e 为有效平均主应力 98p  kPa 时的参考孔
隙比； T 为线膨胀系数； 为 - lne p 平面中各向同
性压缩曲线的回弹模量；
0cT
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图 2  p-q-T 空间温度加载面演化规律 
Fig.2  Evolution of thermodynamic loading surface in  
p-q-T plane 
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式中： 0ip 为常温下温度加载屈服面的初始位置，





应力点( p q， )始终位于下加载面上，在剪切过程中
发生弹塑性变形；参考应力点( p q， )则位于温度加
载面上，表征正常固结状态。 
 
图 3  下加载面力学概念图 






















             (9) 
R 与超固结比OCR 具有相似的物理意义，当
1R  时，温度加载面与下加载面重合。 
假定下加载面与温度加载面具有相似的几何形
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式中： cp 为下加载面与 p 轴的交点，作为硬化参量
用于控制下加载面的大小。 
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图 4  不同温度下相似因子 R 随轴向应变 a 的变化规律 
Fig.4  Evolution of similarity ratio R with the axial  




假定塑性应变增量 pdε 可以表示为 
p











        (11) 
式中： 为塑性因子；H 为硬化参量，本文假定 H
为关于塑性体积应变 pv 和温度 T 的函数。将 Caputo
微分方法作用于式(10)，f 关于 的分数阶偏导数具
有如下表达式，具体参见 D. Lu 等[19]的研究： 
2 2 2 21 (2 ) 3 2
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如图 5 所示，可以通过改变分数阶数 的取值
来调整塑性流动方向矢量m和加载方向矢量n之间
的夹角，从而统一的描述相关联和非相关联的流动





图 5  分数阶流动法则示意图 
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化规律需要同时满足以下 2 个条件： 
(1) 当软岩处于临界状态时，需满足条件
M  和 0d  ，根据式(14)，此时分数阶数 应该
等于 1。 
(2) 当软岩当前的应力点位于剪胀线上
( dM  )时，其中 dM 为剪胀应力比，需要选取合
适的 的取值以满足条件 0d  。 
为了给出 的具体表达式，本文假定剪胀应力
比 dM 与相似因子 R 之间满足以下经验公式： 
m
dM MR            (15) 
式中：m 为与剪胀特性相关的模型参量。由于 R 为
关于超固结比OCR 和温度 T 的函数，根据式(9)，
OCR 和 T 均会对软岩的剪胀特性产生影响。结合
式(14)，(15)与条件 2，可以得到分数阶数 关于相











             (16) 
根据式(16)，令 1R  ，可以得到 1  ，因此本
文给出的 演化规律始终满足条件 1。在不同温度
下软岩三轴压缩不排水试验过程中，分数阶数 随














图 6  不同温度下软岩三轴压缩不排水试验过程中分数阶数 
随剪应力的变化规律 
Fig.6  Evolution of fractional order  with shear stress ratio   
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              (17) 
根据式(17)，在 p-q 平面，若当前应力点位于剪
胀线上方( dM＞ )时，有 0S＜ ；反之有 0S＞ ；若当
前应力点恰好落在剪胀线上( dM  )时，则可以得








      
        (18) 
当 1R  时，式(18)将退化为修正剑桥模型的硬
化法则，此时，下载面将与温度加载面重合，并且




p ， 0e ， ，
M ，， ，m 和 T )。其中， 0cTp 为前期固结应
力，本文假定其近似的等于单轴抗剪强度。临界状
态相关参数( 0e ， ，M ，和 )可以通过常规的
室内试验结果进行标定，如三轴压缩试验和各向同
性压缩试验。 T 为线弹性系数，A. Uchaipichat 和
N. Khalili[28]针对 Bourke 黏土的试验结果表明，在
升高温度的过程中，土体的热弹性体积变形不受前
期固结应力的影响，于温度呈线性变化规律，据此
















为 100 kPa，其初始超固结比 2OCR  ，模型参数如
表 1 所示。 
 
表 1  热增强和热减弱现象模型参数 
Table 1  Model parameters for thermal enhancement and  
thermal attenuation 
0e   M   m T 
0.83 0.2 0.94 0.093 0.02 – 3.0×10－6 
 
首先采用相关联的流动法则，令 0m  使得
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热减弱效应
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     轴向应变 a /% 
(a) 剪应力比与轴向应变 a  
 
有效平均主应力 p/kPa 
 (b) 应力路径 
图 7  相关联流动法则模型计算结果 
Fig.7  Calculation results by associated flow rule model 







图 8(a)表明，在高温(T  60 ℃和 80 ℃)下，
采用非关联流动法则( 0.5m  且 1  )会导致软岩
的不排水剪切强度随温度升高而上升，表现为热增
强效应；此时，软岩的有效应力路径将越过其临界
状态线，如图 8(b)所示。  
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     轴向应变 a /% 
 (a) 剪应力比与轴向应变 a  
 
有效平均主应力 p/kPa 
 (b) 应力路径 
图 8  非相关联流动法则模型计算结果 





















( s 2.5G  )，属于一种典型的堆积软岩，主要分布在
日本枥木县宇都宫市大谷町一带。根据张 峰[1]的建
议，为了获得良好精度的计算结果，在制样的过程
中，需要对尺寸为 200 mm×100 mm×80 mm 的长方
体试样的各平面进行抛光处理，同时采用二氧化碳
气体置换和真空水浸等方法对试样进行饱和。 





载围压 0ip 分别为 0.5，1.0，1.5 和 2.0 MPa，假定太
古石的前期固结应力
0cT
p 为 30 MPa，则不同围压下
的初始超固结比OCR 分别为 60，30，20 和 15，模
型参数如表 2 所示。 
 
表 2  太古石模型参数 
Table 2  Taikoo stone model parameters 
0e   M   m T 






当围压为 0.5 MPa 时，本文模型计算得到峰值强度
所对应的轴向应变要明显偏大；在高围压情况下








(a) 围压 = 0.5 MPa 
 
(b) 围压 = 1.0 MPa 
 
(c) 围压 = 1.5 MPa 
 
(d) 围压 = 2.0 MPa 
图 9  不同围压下太古石试验结果与模型计算结果对比 
Fig.9  Comparisons of Taigu stone test results and model 




在试验过程中，Ohay 软岩的加载围压 0ip = 0.5 MPa，
假定其前期固结应力
0cT
p 为 20 MPa，则初始超固结比
OCR = 40，加载温度 T 分别为 20 ℃，40 ℃，60 ℃
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表 3  Ohay软岩模型参数 
Table 3  Ohay soft rock model parameters 
0e   M   m T 
0.95 0.1 1.75 0.023 0.006 2 0.2 3.0×10－6 
 










(a) 温度 T = 20 ℃ 
 
(b) 温度 T = 40 ℃ 
 
(c) 温度 T = 60 ℃ 
 
(d) 温度 T = 80 ℃ 
图 10  不同温度下Ohay软岩实验结果与模型计算结果对比 
Fig.10  Comparisons of Ohay soft rock experimental results  



























e e pd d d dT               (附 1) 
式中： ed  ， ed T 分别为应力加载和改变温度引起
的弹性变形增量。 
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增量d 可以表示为 
e p e pd ( ) d ( : )d
T
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 




比 e 和有效平均主应力 p 的函数，引入泊松比 ，
则 K 和 可以分别表示为 
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